
amb una precisió sorprenent. També la teoria de
supercordes hi té a dir la seva en aquests àmbits
recòndits.

I per finalitzar, una citació: �ser investigador
és un ofici de risc�, diu, referint-se al permanent

estat de perplexitat que cal superar. Un risc que
també ha aconseguit superar, i amb mestria, en
la redacció d’aquest text.

Graziel

Statistical independence in probability, analysis and
number theory

Autor: Mark Kac
Editorial: The Carus Mathematical Monographs, núm. 12, MAA, 1959.
Traducció catalana: Independència estad́ıstica en probabilitat, anàlisi i
teoria de nombres, Pelegŕı Viader. Publicacions de la SCM, núm. 3, 2006.

Aquest llibre de Mark Kac (1914–1984) és el
resultat de la transcripció i posterior edició i
ampliació d’una sèrie de conferències que l’autor
va impartir entre 1955 i 1958. El llibre, com a
conseqüència d’això, té la rara propietat d’aple-
gar al mateix temps la frescor de l’alta divulgació
i el rigor d’un text matemàtic. Això fa que es
pugui llegir de moltes maneres i amb diferents
intensitats d’acord amb els interessos de cadascú.
En qualsevol cas, tothom hi trobarà alguna cosa
profitosa al mateix temps que gaudirà d’una ex-
posició fluida, clara i que, a banda de resultats,
vol explicar els mecanismes de pensament que
hi ha darrere. En resum: una deĺıcia de lectura.

En el seu prefaci, Kac ens parla dels objec-
tius que té en escriure aquesta monografia:

[. . . ] mostrar que: a) observacions extrema-
ment simples són, sovint, el punt de partida
de teories molt riques i fruct́ıferes, i b) molts
desenvolupaments, aparentment no relacio-
nats entre si, són, en realitat, variacions del
mateix tema.

El tema, en aquest cas, és el que s’indica al
t́ıtol: la independència estad́ıstica o, més ben
dit, el concepte d’independència estad́ıstica.
Kac va estar obsessionat pel concepte d’�in-
dependència� des dels inicis de la seva activitat
matemàtica. El tema li va ser proposat per Hug
Steinhaus, el seu mestre i director de tesi, i ha
estat al rerefons de quasi tota la seva activi-
tat matemàtica. D’una manera o altra, gairebé
tots els grans resultats de Kac han estat lligats
al concepte d’independència que, cal recordar,
era una tema força embolicat a principis del
segle xx quan encara la probabilitat era mirada
amb sospita per molts matemàtics. En paraules

de Kac:

La noció d’independència es va originar en
la teoria de la probabilitat i, durant molt
de temps, va ser usada amb un grau elevat
d’imprecisió, de tal manera que va aixecar
sospites sobre la seva seriositat com a teoria
matemàtica.

Atès que Kac, igual que Steinhaus, era un
matemàtic amb un vessant molt aplicat (que
preferia les aplicacions a les generalitzacions abs-
tractes), a l’hora d’explicar-nos les subtileses del
concepte d’independència tria fer-ho mostrant-
nos les aplicacions del concepte a tres camps en
els quals ell mateix va fer contribucions molt
importants: la mateixa probabilitat, l’anàlisi i
la teoria de nombres.

En el primer i segon caṕıtols del llibre, Kac
intenta explicar-nos com aquesta ambigüitat
en la noció d’independència que es troba en
els oŕıgens de la probabilitat i l’estad́ıstica (no-
ció que és extramatemàtica) aconsegueix esvair-
se i convertir-se en una noció intramatemàtica
a partir de la regla del producte de les pro-
babilitats d’esdeveniments independents i la
realització d’un model de repetició de proves
de Bernoulli que va venir de la mà de Bo-
rel i la seva memòria de 1909 �Sur les pro-
babilités dénombrables et leurs applications
aritmétiques� ()Rend. Circ. Mat. Palermo 27,
247–271). En aquesta memòria, Borel fa notar
que els d́ıgits εi(= 0, 1) del desenvolupament
binari d’un nombre real de l’interval [0, 1]

t =
ε1(t)

2
+

ε2(t)
22

+
ε3(t)
23

· · ·

són funcions (o variables aleatòries, com més en-
davant se’n diran) �independents� en el sentit
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matemàtic de la paraula, de manera que cada
nombre real es pot considerar una realització
d’infinites repeticions del llançament d’una mo-
neda. De fet, en comptes de treballar amb εk(t),
Kac treballa amb les funcions de Rademacher,
rk(t) que es defineixen com

rk(t) = 1− 2εk(t), k = 1, 2, . . .

i que prenen valors 1 i −1. Amb l’ajut d’aquestes
funcions, Kac enceta el llibre amb l’exhibició (de
manera absolutament magńıfica) d’un exemple
sorprenent en el qual la integral d’un producte
és igual al producte d’integrals! Concretament
Kac demostra que per qualsevol x ∈ R∫ 1

0

(
eix

r1(t)
2 · eix

r2(t)

22 · · ·
)

dt =∫ 1

0
eix

r1(t)
2 dt ·

∫ 1

0
eix

r2(t)

22 dt · · · .

Aquest resultat és el que li dóna peu a les re-
flexions sobre el concepte d’independència que
abans comentàvem.

En el caṕıtol 2, Kac s’endinsa en el model
de Borel i analitza el concepte de llei dels grans
nombres amb l’ajut de problemes clàssics com
la rüına del jugador i la normalitat dels nom-
bres reals en el sentit de Borel (gairebé tots els
nombres reals de [0, 1] tenen asimptòticament el
mateix nombre de zeros que uns en el seu desen-
volupament binari). El problema de la rüına del
jugador es pot plantejar com l’estudi del compor-
tament asimptòtic de r1(t)+r2(t)+ · · ·+rn(t) si
interpretem que t representa les infinites tirades
d’una moneda no trucada que ens proporciona $1
de guany cada cop que surt cara i $1 de pèrdua
cada cop que surt creu. Amb quatre pinzellades
en té prou per estudiar i resoldre aquests pro-
blemes. Paga la pena fer notar que molts autors

posteriors han fet servir aquesta presentació de
Kac en els seus textos (per citar-ne un parell,
Probability and Measure, P. Billingsley, John
Wiley & Sons, Nova York, 1995; Measure The-
ory and Probability, M. Adams i V. Guillemin,
Birkhäuser, Boston 1996 (reedició de l’original
del 1986)). Amb aquests conceptes a la seva
disposició enceta un dels seus grans temes (que
ja havia estudiat Steinhaus): la convergència de
sèries llacunars. Com ja ha fet en els altres casos,
Kac comença el tema amb un exemple senzill i
engrescador:

Quina és la probabilitat que la sèrie∑∞
k=1±ck (ck ∈ R) convergeixi, sabent que

els signes s’han triat cadascun de manera
independent amb probabilitat 1/2?

La qüestió havia estat resolta per Rademac-
her, que va demostrar un resultat equivalent: si∑∞

k=1 c2
k < ∞, la sèrie

∑∞
k=1 ckrk(t) convergeix

gairebé pertot.
Kac presenta una demostració de Paley i

Zigmund que utilitza de manera essencial la
independència de les funcions de Rademacher
i immediatament, amb una d’aquestes �obser-
vacions extremament simples� a les quals es
referia al prefaci, estén el resultat a la sèrie∑∞

k=1 ck sin 2π2kt adaptant la demostració de
Paley i Zigmund. Aquest resultat connecta amb
resultats sobre sèries llacunars més generals.

En el caṕıtol 3 del llibre ens trobem amb el
nucli central del llibre: la llei normal. El mateix
Kac diu a la seva autobiografia (Enigmas of
Chance: An Autobiography. Nova York, Harper
and Row, col.l. �Sloan Foundation Series�, 1985.
Publicada pòstumament per Gian-Carlo Rota):
�on hi ha independència, ha d’aparèixer la llei
normal� i aquesta cerca de la llei normal en
diferents situacions de la matemàtica i la f́ısica
és una altra de les seves obsessions. Novament
comença amb un exemple senzill. En aquest cas,
un refinament de la llei dels grans nombres que
ha estudiat al caṕıtol anterior:

lim
n→∞

µ
{
ω1

√
n < r1(t) + · · ·+ rn(t) < ω2

√
n
}

=
1√
2π

∫ ω2

ω1

e−y2/2 dy .

i n’ofereix una demostració detallada que li per-
met generalitzar i arribar al teorema de conti-
nüıtat de les transformades de Fourier-Stieltjes
(que no demostra):
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Si σn(ω) és una successió de funcions de
distribució tals que, per a tot real ξ

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

eiξω dσn(ω) = c(ξ)

i c(ξ) és una funció cont́ınua per ξ = 0, lla-
vors existeix una única funció de distribució,
σ(ω) tal que∫ ∞

−∞
eiξω dσ(ω) = c(ξ)

i
lim

n→∞
σn(ω) = σ(ω)

per a tot ω pel qual σ(ω) sigui cont́ınua.

El caṕıtol s’acaba amb un resultat �que és molt
instructiu, tant des del punt de vista concep-
tual com tècnic�: donada una superposició de
vibracions amb freqüències incommensurables

qn(t) =
√

2
cos λ1t + · · ·+ cos λnt√

n

el temps relatiu que qn(t) roman entre ω1 i ω2

segueix una llei normal:

lim
n→∞

(
lim

T→∞

1
2T

µ{ω1 < qn(t) < ω2} ∩ (−T, T )
)

=
1
2π

∫ ω2

ω1

e−y2/2 dy.

Aquesta observació va ser molt important per a
Kac. En les seves pròpies paraules:

El fet que això ens porti a la llei normal [...]
generalment associada amb fenòmens aleato-
ris, és potser una indicació que els punts de
vista determinista i probabilista no són tan
irreconciliables com pot semblar a primer
cop d’ull. Penetrar més en aquesta qüestió
ens portaria massa lluny, però podem recor-
dar unes paraules de Poincaré, que va dir
(segur que mig de broma) que alguna cosa
misteriosa hi devia haver en la llei normal,
perquè els matemàtics opinaven que era una
llei de la naturalesa, mentre que els f́ısics
estaven convençuts que es tractava d’un teo-
rema matemàtic.

En el caṕıtol 4 Kac entra en el terreny de la
teoria de nombres. El t́ıtol del caṕıtol s’ha fet
famós: �Primes play a Game of Chance� (els
nombres primers juguen un joc d’atzar). Partint

de la senzilla idea de densitat d’un conjunt de
nombres enters positius, A:

D{A} = lim
N→∞

{#enters k ∈ A ∩ {1, 2, . . . , N}}
N

Kac raona:

Considerem els enters divisibles per un pri-
mer p. La densitat del conjunt d’aquests
enters és clarament 1/p. Prenem ara el con-
junt dels enters divisibles alhora per p i q
(on q és un altre primer). Ser divisible per p
i q és equivalent a ser divisible per pq i, en
conseqüència, la densitat del nou conjunt és
1/pq. Ara

1
pq

=
1
p
· 1
q

,

i podem interpretar aquest fet dient que els
�esdeveniments� ser divisible per p i ser
divisible per q són independents. Això es
manté, evidentment, per a qualsevol nombre
de primers i podem dir, d’una manera una
mica pintoresca, que els primers juguen un
joc d’atzar! Aquesta observació tan senzi-
lla, gairebé trivial, és el començament d’un
nou desenvolupament que relaciona d’una
manera significativa, d’una banda, la teo-
ria de nombres i d’una altra, la teoria de la
probabilitat.

Aquest començament espectacular (que després
s’ha aprofitat molt; penso, per exemple, en Ser-
ge Lang i els seus famosos diàlegs (The Beauty
of Doing Mathematics. Three Public Dialogues,
Nova York, Springer-Verlag, 1985) serveix a Kac
per entrar en un terreny tan dur com el de la te-
oria de nombres. Comença formalitzant aquesta
�observació tan senzilla� que hem citat i ho fa
introduint les funcions enteres:

ρp(n) =


1, p |n,

0, p - n.

Aquestes funcions ρp(n) són �independents� i
són les que li serviran de peces bàsiques per anar
completant un puzle que el durà a un teorema
central del ĺımit, que és allò que ell busca.

Òbviament, les funcions ρp(n) estan
fàcilment connectades amb altres funcions addi-
tives de la teoria de nombres:

φ(n)
n

=
∏
p

(
1− ρp(n)

p

)
on φ(n) és la funció d’Euler que compta els en-
ters menors o iguals a n que li són relativament
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primers. Aquesta connexió permet a Kac obtenir
amb eines probabiĺıstiques resultats sobre funci-
ons enteres fortament additives. A banda d’im-
portants resultats sobre la funció log(φ(n))/n,
Kac ataca la funció ν(n), el nombre de divi-
sors primers de n (sense comptar multiplicitat),
i obté, amb les eines probabiĺıstiques que ha
desenvolupat, resultats ja coneguts obtinguts
amb altres mètodes. Concretament, Hardy i Ra-
manujan, fent servir mètodes purament anaĺıtics,
havien demostrat el 1917 (�The normal number
of prime factors of a number n�, G. Hardy i
S. Ramanujan. Quart. J. Math. Oxford, 48 1917,
76–92) que si gn és qualsevol successió per la
qual lim gn = ∞, tenim

lim
n→∞

1
n

{
#enters m ≤ n : |ν(m)− log log n| >

gn

√
log log n

}
= 0.

És a dir, en paraules dels propis Hardy i Rama-
nujan, que �gairebé qualsevol enter m té, apro-
ximadament, log log m divisors primers�. Kac
presenta una demostració de Turán (més fàcil
que la de Hardy i Ramanujan) i precisa encara
més el resultat demostrant que si Kn(ω1, ω2) és
el nombre d’enters m, 1 ≤ m ≤ n, pels quals

log log n + ω1

√
log log n < ν(m)

< log log n + ω2

√
log log n ,

llavors,

lim
n→∞

Kn(ω1, ω2)
n

=
1√
2

∫ ω2

ω1

e−y2/2 dy .

Aquest resultat té el mèrit de tenir una generalit-
zació a funcions fortament additives en general
que es coneix com el teorema d’Erdös-Kac �The
Gaussian Law of Errors in the Theory of Addi-
tive Number Theoretic Functions�. P. Erdös i
M. Kac. American Journal of Mathematics, 62
1940, 738–742).

L’últim caṕıtol del llibre s’aparta una mi-
ca dels anteriors, però aporta noves eines per
estudiar alguns dels problemes dels caṕıtols pre-
cedents. De fet, fent servir paraules de Kac,
el caṕıtol consisteix essencialment en �una es-
pectacular aplicació del teorema ergòdic a les
fraccions continuades�.

Kac també va estar interessat en la mecànica
estad́ıstica. Aquest caṕıtol presenta les idees
principals de la teoria ergòdica i les relaciona

amb dos problemes. D’una banda, la segona llei
de la termodinàmica i de l’altra, les fraccions
continuades. En el primer cas, Kac fa una des-
cripció molt amena i didàctica de les paradoxes
lligades amb la concepció mecànica de la matèria
i la irreversibilitat del temps. Com es poden re-
conciliar el comportament irreversible del temps
i el teorema de Poincaré sobre sistemes dinàmics
conservatius, que, amb certes condicions gene-
rals, tenen la propietat que �gairebé tot� estat
inicial del sistema es torna a adquirir amb un
grau d’aproximació tan gran com es vulgui? Kac,
amb quatre pinzellades, aporta una descripció
prou clara del problema en termes de sistemes
dinàmics i la solució de Boltzmann. Per fer-ho,
fa una descripció molt senzilla i entenedora del
teorema ergòdic de G. D. Birkhoff que, en la
seva versió discreta, ens diu que si T : Ω → Ω
és una transformació d’un espai de probabilitat
(Ω, µ) en si mateix que conserva la mesura (és a
dir, tal que µ(T−1(A)) = µ(A) per a tot A mesu-
rable) i T també és ergòdica (és a dir, només té
com a conjunts invariants —T−1(A) = T (A)—,
conjunts de mesura 0 o 1), llavors, donada una
funció f : Ω → R que sigui µ-integrable, per a
gairebé tot x ∈ Ω es té que

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

f(T k(x)) =
∫

Ω
f(x) dµ.

El teorema ergòdic té moltes aplicacions (una
d’elles és, per exemple, una demostració ràpida
del teorema de Borel sobre nombres normals del
caṕıtol 2), però una de les més espectaculars és
la que presenta Kac a l’última secció del llibre:
les fraccions continuades regulars. Un nombre
real de l’interval unitat I = (0, 1] admet un
desenvolupament en fracció continuada regular

x =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + .. .

on a1, a2, · · · són enters positius que, de fet, es
poden considerar funcions de x:

a1(x) =
[

1
x

]
, a2(x) =

 1
1
x
−
[

1
x

]
 , · · ·,

on, com és habitual, [y] denota la part entera
de y.
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Les fórmules per a les a es poden incloure
totes dintre d’un mateix esquema. Si

T (x) =
1
x
−
[

1
x

]
,

llavors,

a2(x) = a1(T (x)) ,

a3(x) = a2(T (x)) = a1(T 2(x)) , etc.

T (·) no és més que una transformació de I en
si mateix i això fa pensar en la possibilitat d’a-
plicar el teorema ergòdic. Cal, però, trobar la
mesura invariant. Això, que no és gens fàcil, ho
va fer Gauss, que va conjecturar que aquesta
mesura era

ρ(x) =
1

log 2
1

1 + x
.

La comprovació de l’ergodicitat de T no és trivi-
al (i Kac no la fa), però, si l’acceptem, l’aplicació
del teorema ergòdic a T porta a resultats força
sorprenents. Concretament, si prenem la funció
f(x) = a1(x), el teorema ergòdic ens diu que
per a gairebé tot x ∈ I,

lim
n→∞

(a1a2 · · · an)1/n = C ,

on C és una constant que es coneix com a cons-
tant de Khintchine (aquest matemàtic rus va
ser el primer a trobar-la el 1935 amb mètodes
totalment diferents). Observem que el resultat
és força sorprenent perquè ens diu que, per a gai-
rebé qualsevol nombre real de l’interval unitari,
els �d́ıgits� del seu desenvolupament en frac-
ció continuada regular tenen, asimptòticament,
la mateixa mitjana geomètrica! (Els lectors in-
teressats poden consultar el llibre de la mateixa
col.lecció, Ergodic Theory of Numbers, K. Da-
jani i C. Kraaikamp, The Carus Mathematical
Monographs, núm. 29, MAA, 2002.)

Finalment, un comentari sobre els proble-
mes. A gairebé totes les seccions del llibre hi
ha les referències més rellevants i un petit grup
de problemes que estenen els resultats presen-
tats. En alguns casos portant a nous terrenys
d’exploració. Com Kac mateix diu, �[. . . ] també
he inclòs uns quants problemes. Aquests pro-
blemes són, en general, dif́ıcils i el lector no
s’hauria de desanimar si no els resol sense un
esforç considerable.�

Pelegŕı Viader
UPF

Racó biogràfic

Bernhard Riemann (1826-1866)

Bernhard Riemann va néixer el 17 de setembre
de 1826 a Breselenz, un poble situat al nord d’A-
lemanya. De petit no va anar a l’escola, però el
seu pare, que era pastor luterà, va fer-li de mes-
tre. El 1840, per als estudis de secundària, anà
primer a l’Institut de Hannover i dos anys des-
prés al de Lüneburg. L’any 1846, seguint el desig
del seu pare, va matricular-se a la Universitat de
Göttingen com a estudiant de filologia i teologia,
però un any després va obtenir el permı́s pa-
tern per estudiar matemàtiques; aquest interès
cap a les matemàtiques li provenia de l’època
de secundària, quan el director de l’institut de
Lüneberg li havia deixat llibres d’Euclides, Ar-
quimedes, Descartes, Newton i Legendre. En
particular, va llegir el tractat sobre teoria de
nombres de Legendre en només sis dies.

Bernhard Riemann.

El 1847 va traslladar-se a Berĺın, on rebé
les lliçons de Dirichlet sobre anàlisi i teoria de
nombres, les de Jacobi sobre mecànica i àlgebra,
i amb Eisenstein estudià les funcions el.ĺıptiques.
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