amb una precisié sorprenent. També la teoria de
supercordes hi té a dir la seva en aquests ambits
recondits.

I per finalitzar, una citacié: <ser investigador
és un ofici de risc>, diu, referint-se al permanent

estat de perplexitat que cal superar. Un risc que
també ha aconseguit superar, i amb mestria, en
la redaccié d’aquest text.

Graziel

Statistical independence in probability, analysis and

number theory

Autor: MARK KaAcC

Editorial: The Carus Mathematical Monographs, nim. 12, MAA, 1959.
Traduccio catalana: Independencia estadistica en probabilitat, analisi i
teoria de nombres, Pelegri Viader. Publicacions de la SCM, nim. 3, 2006.

Aquest llibre de Mark Kac (1914-1984) és el
resultat de la transcripcié i posterior edici6 i
ampliacié d’una serie de conferéncies que I'autor
va impartir entre 1955 i 1958. El llibre, com a
conseqiiencia d’aixo, té la rara propietat d’aple-
gar al mateix temps la frescor de 'alta divulgacio
i el rigor d’un text matematic. Aixo fa que es
pugui llegir de moltes maneres i amb diferents
intensitats d’acord amb els interessos de cadascti.
En qualsevol cas, tothom hi trobara alguna cosa
profitosa al mateix temps que gaudira d’una ex-
posicié fluida, clara i que, a banda de resultats,
vol explicar els mecanismes de pensament que
hi ha darrere. En resum: una delicia de lectura.
En el seu prefaci, Kac ens parla dels objec-
tius que té en escriure aquesta monografia:

[...] mostrar que: a) observacions extrema-
ment simples sén, sovint, el punt de partida
de teories molt riques i fructiferes, i b) molts
desenvolupaments, aparentment no relacio-
nats entre si, son, en realitat, variacions del
mateix tema.

El tema, en aquest cas, és el que s’indica al
titol: la independencia estadistica o, més ben
dit, el concepte d’independencia estadistica.
Kac va estar obsessionat pel concepte d’«in-
dependeéncias des dels inicis de la seva activitat
matematica. El tema li va ser proposat per Hug
Steinhaus, el seu mestre i director de tesi, i ha
estat al rerefons de quasi tota la seva activi-
tat matematica. D’una manera o altra, gairebé
tots els grans resultats de Kac han estat lligats
al concepte d’independeéncia que, cal recordar,
era una tema forca embolicat a principis del
segle XX quan encara la probabilitat era mirada
amb sospita per molts matematics. En paraules
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de Kac:

La nocié d’independencia es va originar en
la teoria de la probabilitat i, durant molt
de temps, va ser usada amb un grau elevat
d’imprecisid, de tal manera que va aixecar
sospites sobre la seva seriositat com a teoria
matematica.

Ates que Kagc, igual que Steinhaus, era un
matematic amb un vessant molt aplicat (que
preferia les aplicacions a les generalitzacions abs-
tractes), a I'hora d’explicar-nos les subtileses del
concepte d’independencia tria fer-ho mostrant-
nos les aplicacions del concepte a tres camps en
els quals ell mateix va fer contribucions molt
importants: la mateixa probabilitat, I’analisi i
la teoria de nombres.

En el primer i segon capitols del llibre, Kac
intenta explicar-nos com aquesta ambigiiitat
en la nocié d’independencia que es troba en
els origens de la probabilitat i 'estadistica (no-
ci6 que és extramatematica) aconsegueix esvair-
se 1 convertir-se en una nocié intramatematica
a partir de la regla del producte de les pro-
babilitats d’esdeveniments independents i la
realitzacié d’un model de repeticié de proves
de Bernoulli que va venir de la ma de Bo-
rel i la seva memoria de 1909 <Sur les pro-
babilités dénombrables et leurs applications
aritmétiques> ()Rend. Circ. Mat. Palermo 27,
247-271). En aquesta memoria, Borel fa notar
que els digits €;(= 0,1) del desenvolupament
binari d’un nombre real de I'interval [0, 1]
_a(t) | et) | &)

2 22 23
sén funcions (o variables aleatories, com més en-
davant se’n diran) <independents> en el sentit

t




matematic de la paraula, de manera que cada
nombre real es pot considerar una realitzacio
d’infinites repeticions del llancament d’una mo-
neda. De fet, en comptes de treballar amb ey (t),
Kac treballa amb les funcions de Rademacher,
ri(t) que es defineixen com

re(t) =1—2e,(t), k=1,2,...

i que prenen valors 11 —1. Amb I'ajut d’aquestes
funcions, Kac enceta el llibre amb I'exhibicié (de
manera absolutament magnifica) d’un exemple
sorprenent en el qual la integral d’un producte
és igual al producte d’integrals! Concretament
Kac demostra que per qualsevol x € R

1

. rp(t) . ro(t)
/ (emlz'em 25 > dt —
0
1 1

. e (t) ;T2 (1)

/ e dt-/ el dt .

0 0

Aquest resultat és el que li déna peu a les re-
flexions sobre el concepte d’independéncia que
abans comentavem.

En el capitol 2, Kac s’endinsa en el model
de Borel i analitza el concepte de llei dels grans
nombres amb ’ajut de problemes classics com
la ruina del jugador i la normalitat dels nom-
bres reals en el sentit de Borel (gairebé tots els
nombres reals de [0, 1] tenen asimptoticament el
mateix nombre de zeros que uns en el seu desen-
volupament binari). El problema de la ruina del
jugador es pot plantejar com I'estudi del compor-
tament asimptotic de 71 (¢) +ra(t) 4+ - - 47, (t) si
interpretem que ¢ representa les infinites tirades
d’una moneda no trucada que ens proporciona $1
de guany cada cop que surt cara i $1 de perdua
cada cop que surt creu. Amb quatre pinzellades
en té prou per estudiar i resoldre aquests pro-
blemes. Paga la pena fer notar que molts autors

posteriors han fet servir aquesta presentacié de
Kac en els seus textos (per citar-ne un parell,
Probability and Measure, P. Billingsley, John
Wiley & Sons, Nova York, 1995; Measure The-
ory and Probability, M. Adams i V. Guillemin,
Birkhauser, Boston 1996 (reedici6 de l'original
del 1986)). Amb aquests conceptes a la seva
disposicié enceta un dels seus grans temes (que
ja havia estudiat Steinhaus): la convergencia de
series llacunars. Com ja ha fet en els altres casos,
Kac comenca el tema amb un exemple senzill i
engrescador:

Quina és la probabilitat que la serie
> ro tek (e € R) convergeixi, sabent que
els signes s’han triat cadascun de manera
independent amb probabilitat 1/27?

La qiiestié6 havia estat resolta per Rademac-
her, que va demostrar un resultat equivalent: si
Yoy 2 < oo, la serie Y p2  cxri(t) convergeix
gairebé pertot.

Kac presenta una demostracié de Paley i
Zigmund que utilitza de manera essencial la
independeéncia de les funcions de Rademacher
i immediatament, amb una d’aquestes <obser-
vacions extremament simples> a les quals es
referia al prefaci, estén el resultat a la serie
S22, crsin2m2kt adaptant la demostracié de
Paley i Zigmund. Aquest resultat connecta amb
resultats sobre series llacunars més generals.

En el capitol 3 del llibre ens trobem amb el
nucli central del llibre: la llei normal. El mateix
Kac diu a la seva autobiografia (Enigmas of
Chance: An Autobiography. Nova York, Harper
and Row, col'l. «Sloan Foundation Series>, 1985.
Publicada postumament per Gian-Carlo Rota):
<on hi ha independencia, ha d’apareixer la llei
normals> i aquesta cerca de la llei normal en
diferents situacions de la matematica i la fisica
és una altra de les seves obsessions. Novament
comenca amb un exemple senzill. En aquest cas,
un refinament de la llei dels grans nombres que
ha estudiat al capitol anterior:

1}1_{1010;1, {wl\/ﬁ <ri(t)+-+rp(t) < wg\/ﬁ}

1 w2 _y2/2
= E . (& dy

i n’ofereix una demostracié detallada que li per-
met generalitzar i arribar al teorema de conti-
nuitat de les transformades de Fourier-Stieltjes
(que no demostra):



Si o, (w) és una successié de funcions de
distribucié tals que, per a tot real £

oo
lim e dop (W) = c(€)
n—oo J_ o
i c(§) és una funcié continua per £ = 0, lla-
vors existeix una unica funcié de distribucid,
o(w) tal que

| o) = )

—00

nlirrgo on(w) = o(w)

per a tot w pel qual o(w) sigui continua.

El capitol s’acaba amb un resultat <que és molt
instructiu, tant des del punt de vista concep-
tual com tecnics: donada una superposicié de
vibracions amb freqiiencies incommensurables

cos A1t + - -+ + cos Apt
n(t) = V2
n(t) = V2 NG

el temps relatiu que ¢, (t) roman entre w; i wy
segueix una llei normal:

. o1
nh_)rgo (7}1_130 oT p{wr < gn(t) < we} N (=T, T))
= i - e_y2/2 dy
27 S,

Aquesta observacio va ser molt important per a
Kac. En les seves propies paraules:

El fet que aix0 ens porti a la llei normal |...]
generalment associada amb fenomens aleato-
ris, és potser una indicacié que els punts de
vista determinista i probabilista no sén tan
irreconciliables com pot semblar a primer
cop d’ull. Penetrar més en aquesta qiiestié
ens portaria massa lluny, perdo podem recor-
dar unes paraules de Poincaré, que va dir
(segur que mig de broma) que alguna cosa
misteriosa hi devia haver en la llei normal,
perque els matematics opinaven que era una
llei de la naturalesa, mentre que els fisics
estaven convencuts que es tractava d’un teo-
rema matematic.

En el capitol 4 Kac entra en el terreny de la
teoria de nombres. El titol del capitol s’ha fet
famos: <Primes play a Game of Chance> (els
nombres primers juguen un joc d’atzar). Partint
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de la senzilla idea de densitat d’un conjunt de
nombres enters positius, A:

{#enters k € AN{1,2,...,N}}

D{A} = 1
{A} = lim_ ~
Kac raona:

Considerem els enters divisibles per un pri-
mer p. La densitat del conjunt d’aquests
enters és clarament 1/p. Prenem ara el con-
junt dels enters divisibles alhora per p i g
(on ¢ és un altre primer). Ser divisible per p
i g és equivalent a ser divisible per pq i, en
consequiencia, la densitat del nou conjunt és
1/pq. Ara
11

pg P q

i podem interpretar aquest fet dient que els
<esdeveniments> ser divisible per p i ser
divisible per ¢ so6n independents. Aixo es
manté, evidentment, per a qualsevol nombre
de primers i podem dir, d'una manera una
mica pintoresca, que els primers juguen un
joc d’atzar! Aquesta observacié tan senzi-
lla, gairebé trivial, és el comencament d’un
nou desenvolupament que relaciona d’una
manera significativa, d’'una banda, la teo-
ria de nombres i d’'una altra, la teoria de la

probabilitat.

Aquest comengament espectacular (que després
s’ha aprofitat molt; penso, per exemple, en Ser-
ge Lang i els seus famosos didalegs (The Beauty
of Doing Mathematics. Three Public Dialogues,
Nova York, Springer-Verlag, 1985) serveix a Kac
per entrar en un terreny tan dur com el de la te-
oria de nombres. Comenga formalitzant aquesta
<observaci6 tan senzilla> que hem citat i ho fa
introduint les funcions enteres:

L pln,

pp(n) =

0, ptn.
Aquestes funcions p,(n) sén <independents> i
son les que li serviran de peces basiques per anar
completant un puzle que el dura a un teorema
central del limit, que és allo que ell busca.

Obviament, les funcions pp(n) estan

facilment connectades amb altres funcions addi-
tives de la teoria de nombres:

()

» b

on ¢(n) és la funcié d’Euler que compta els en-
ters menors o iguals a n que li sén relativament



primers. Aquesta connexi6 permet a Kac obtenir
amb eines probabilistiques resultats sobre funci-
ons enteres fortament additives. A banda d’im-
portants resultats sobre la funcié log(¢(n))/n,
Kac ataca la funcié v(n), el nombre de divi-
sors primers de n (sense comptar multiplicitat),
i obté, amb les eines probabilistiques que ha
desenvolupat, resultats ja coneguts obtinguts
amb altres metodes. Concretament, Hardy i Ra-
manujan, fent servir metodes purament analitics,
havien demostrat el 1917 («The normal number
of prime factors of a number n>, G. Hardy i
S. Ramanujan. Quart. J. Math. Oxford, 48 1917,
76-92) que si g, és qualsevol successié per la
qual lim g, = oo, tenim

1
lim — {#enters m <n:|v(m)—loglogn| >
n—oo N
gn\/loglogn} =0.

Es a dir, en paraules dels propis Hardy i Rama-
nujan, que <gairebé qualsevol enter m té, apro-
ximadament, loglogm divisors primers>. Kac
presenta una demostracié de Turan (més facil
que la de Hardy i Ramanujan) i precisa encara
més el resultat demostrant que si K, (w1, ws) és
el nombre d’enters m, 1 < m < n, pels quals

loglogn + wiy/loglogn < v(m)
< loglogn + wa+/loglogn ,

llavors,

lim Enlwr,wa) _ 1/w2 eV dy.
1)

Aquest resultat té el merit de tenir una generalit-
zacié a funcions fortament additives en general
que es coneix com el teorema d’Erdos-Kac «The
Gaussian Law of Errors in the Theory of Addi-
tive Number Theoretic Functions>. P. Erdos i
M. Kac. American Journal of Mathematics, 62
1940, 738-742).

L’altim capitol del llibre s’aparta una mi-
ca dels anteriors, perd aporta noves eines per
estudiar alguns dels problemes dels capitols pre-
cedents. De fet, fent servir paraules de Kac,
el capitol consisteix essencialment en <una es-
pectacular aplicacié del teorema ergodic a les
fraccions continuadess.

Kac també va estar interessat en la mecanica
estadistica. Aquest capitol presenta les idees
principals de la teoria ergodica i les relaciona
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amb dos problemes. D’una banda, la segona llei
de la termodinamica i de l'altra, les fraccions
continuades. En el primer cas, Kac fa una des-
cripci6é molt amena i didactica de les paradoxes
lligades amb la concepcié mecanica de la materia
i la irreversibilitat del temps. Com es poden re-
conciliar el comportament irreversible del temps
i el teorema de Poincaré sobre sistemes dinamics
conservatius, que, amb certes condicions gene-
rals, tenen la propietat que <gairebé tot> estat
inicial del sistema es torna a adquirir amb un
grau d’aproximacié tan gran com es vulgui? Kac,
amb quatre pinzellades, aporta una descripci
prou clara del problema en termes de sistemes
dinamics i la solucié de Boltzmann. Per fer-ho,
fa una descripcié molt senzilla i entenedora del
teorema ergodic de G. D. Birkhoff que, en la
seva versié discreta, ens diu que si 1T : €2 — Q
és una transformacié d’un espai de probabilitat
(€, 1) en si mateix que conserva la mesura (és a
dir, tal que u(T~1(A)) = u(A) per a tot A mesu-
rable) 1 T' també és ergodica (és a dir, només té
com a conjunts invariants —7~1(A) = T(A)—,
conjunts de mesura 0 o 1), llavors, donada una
funcié f: 2 — R que sigui u-integrable, per a
gairebé tot x € ) es té que

1 n
lim =3 f(TH@) = [ fla)dn.

El teorema ergodic té moltes aplicacions (una
d’elles és, per exemple, una demostracio rapida
del teorema de Borel sobre nombres normals del
capitol 2), pero una de les més espectaculars és
la que presenta Kac a I'iltima seccié del llibre:
les fraccions continuades regulars. Un nombre
real de linterval unitat I = (0,1] admet un
desenvolupament en fraccié continuada regular

a3+ .

on ai,as, - sOn enters positius que, de fet, es
poden considerar funcions de x:

a@=[3]. - molEs

on, com és habitual, [y] denota la part entera
de y.



Les férmules per a les a es poden incloure
totes dintre d’un mateix esquema. Si

=1 -1

llavors,
az(x) ar(T(x)),
az(x) = as(T(x)) = ar(T?(x)), ete.

T'(-) no és més que una transformaci6 de I en
si mateix i aix0 fa pensar en la possibilitat d’a-
plicar el teorema ergodic. Cal, pero, trobar la
mesura invariant. Aixo, que no és gens facil, ho
va fer Gauss, que va conjecturar que aquesta
mesura era

1 1

plz) = log2 1+

La comprovacié de I'ergodicitat de 1" no és trivi-
al (i Kac no la fa), pero, si ’acceptem, I’aplicaci6
del teorema ergodic a T" porta a resultats forga
sorprenents. Concretament, si prenem la funcio
f(x) = ai(x), el teorema ergodic ens diu que
per a gairebé tot x € I,

lim (ajag--- an)l/" =C,

on C' és una constant que es coneix com a cons-
tant de Khintchine (aquest matematic rus va
ser el primer a trobar-la el 1935 amb metodes
totalment diferents). Observem que el resultat
és forca sorprenent perque ens diu que, per a gai-
rebé qualsevol nombre real de I'interval unitari,
els «digits> del seu desenvolupament en frac-
ci6 continuada regular tenen, asimptoticament,
la mateixa mitjana geometrica! (Els lectors in-
teressats poden consultar el llibre de la mateixa
colleccid, Ergodic Theory of Numbers, K. Da-
jani i C. Kraaikamp, The Carus Mathematical
Monographs, nim. 29, MAA, 2002.)

Finalment, un comentari sobre els proble-
mes. A gairebé totes les seccions del llibre hi
ha les referencies més rellevants i un petit grup
de problemes que estenen els resultats presen-
tats. En alguns casos portant a nous terrenys
d’exploracié. Com Kac mateix diu, <. . .| també
he inclos uns quants problemes. Aquests pro-
blemes sén, en general, dificils i el lector no
s’hauria de desanimar si no els resol sense un
esfor¢ considerable.>

Pelegri Viader
UPF

Racé biografic

Bernhard Riemann (1826-1866)

Bernhard Riemann va néixer el 17 de setembre
de 1826 a Breselenz, un poble situat al nord d’A-
lemanya. De petit no va anar a l’escola, pero el
seu pare, que era pastor lutera, va fer-li de mes-
tre. El 1840, per als estudis de secundaria, ana
primer a I'Institut de Hannover i dos anys des-
prés al de Liineburg. L’any 1846, seguint el desig
del seu pare, va matricular-se a la Universitat de
Gottingen com a estudiant de filologia i teologia,
pero un any després va obtenir el permis pa-
tern per estudiar matematiques; aquest interes
cap a les matematiques li provenia de I’época
de secundaria, quan el director de l'institut de
Liineberg li havia deixat llibres d’Euclides, Ar-
quimedes, Descartes, Newton i Legendre. En
particular, va llegir el tractat sobre teoria de
nombres de Legendre en només sis dies.

Bernhard Riemann.

El 1847 va traslladar-se a Berlin, on rebé
les llicons de Dirichlet sobre analisi i teoria de
nombres, les de Jacobi sobre mecanica i algebra,
i amb Eisenstein estudia les funcions elliptiques.



